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Resume 
Nous 6tudions l'esp6rance du nombre de noeuds ayant une propri6t6 P donn6e dans une 
arborescence hyperquaternaire d recherche de n noeuds ~t d dimensions. Cette esp6rance 
s'exprime/t l'aide d'une r6currence d'ordre d. Nous la simplifions en introduisant la transform6e 
d'Euler ~ une r6currence d'ordre 1. Nous 6tudions certaines famillies de constantes <<univer- 
selles>> )~,,.~ ind6pendantes de la propri~t~ P permettant de calculer la fraction limite ).(P) du 
hombre de noeuds ayant la propri6t6 P sous la forme 2(P) = ~,, >~ o P, 2,,, d. Nous concludelons 
par une analyse th6orique de ces constantes ou P,, est la probabilit6 que la racine ait la propri6t6 P. 
I. Introduction 
Nous btudions les arborescences multidimensionnelles de recherche que nous 
appelons <<arborescences hyperquaternaires>>. I1 s'agit d'une g6n6ralisation des arbor- 
escences binaires de recherche. Une arborescence hyperquaternaire d points (multi- 
dimentional quadtree), al6atoire, est l'arbre obtenu d'un nuage de points ordonn6s, 
ind6pendants, identiquement distribu6s et uniformes [0, 1] a, off la racine est d6ter- 
min6e par le premier point, s6parant ainsi le nuage en 2 a quadrants ordonn6s, 
d&erminant par le fait m6me 2 a sous-arbres, +tant eux-m6mes des arbres hyperquater- 
naires de points. La statistique qui nous concerne est l'esp6rance du nombre de 
noeuds ayant une propri&6 P donn6e. Cette esp6rance peut ~tre calculbe par la 
r6currence fondamentale bien connue [6-10]:  
n-1  
en = Pn q'- 2d Z En. iei' n >1 0 (1.1) 
i=0  
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ot~ nest le nombre de noeuds de l'arborescence onsid6r6e, d est la dimension, e, = e,.a 
est l'esp6rance voulue, p, = P,,a est la probabilit6 que la racine ait la propri6t6 Pet  
z,,i = z,,i.a est la probabilit6 qu'une sous-arborescence fix6e de la racine poss6de 
i noeuds. I1 existe plusieurs expressions pour cette demi6re probabilit~ [4, 9, 10]. 
Chacune a une forme plut6t complexe. La r6currence (1.1) 6quivaut fi une r6cur- 
fence d'ordre d provenant d'une 6quation diff6rentielle d'ordre d [4] (voir aussi le 
Th6or~me 4.6). 
Darts un premier temps, nous reformulons la r6currence (1.1) en une r6currence plus 
simple d'ordre 1, par le biais de certaines transformations involutives ur les suites et 
les s6ries. Nous d6finissons ensuite certaines constantes ~universelles, 2v, a ind6pen- 
dantes des probabilitbs p. et qui permettent de calculer la fraction limite 2(P) du 
nombre de noeuds ayant la propri&~ P sous la forme 2(P )= ~,~op,,2~,a.  Nous 
terminons par une analyse th6orique et num6rique de ces constantes universelles. 
2. Simplification de la r~currence fondamentale 
et 
Consid6rons les transformations suivantes ur les suites et les s6ries: 
h (h,)n/> 0 ~ h* h* * = =(  ,)n~>0, h, = (-1)"A"ho, (2.1) 
= = h, z , h*(z) = ~ h . (2.2) 
n~>0 n~>0 
off A est l 'op6rateur classique de diff6rences, Af.  =f ,+ 1 - - f , ,  n ~> 0. I1 est facile de 
v6rifier que les transformations (2.1) et (2.2) sont involutives (h** = h et h**(z) = h(z)). 
On a le  r6sultat suivant: 
Theor+me 2.1. Considkrons les sbrles p(z) = ~n >1o p,z" et e(z) = ~n >10 e,z". Alors la 
rbcurrence fondamentale (1.1) est bquivalente it la rkcurrence du premier ordre 
e* p* * (2.3) = -P .  1+ 1- -  e*_l ,  n~>l ,  e*=p~=po 
ainsi qu'h l'bquation diffbrentielle 
(zD) d (1 - z) w* (z) + 2 d zw* (z) = --2dzp * (Z), 
(2.4) 
w*(z) = e*(z) -- p*(z), D = d/dz.  
Demonstration. D~montrons d'abord l'expression suivante pour le i~me moment fac- 
toriel de la variable al6atoire <<nombre de noeuds dans la premiere sous-arborescence 
de la racine,: 
ktli ) (n -- 1)(n -- 2)- . -(n -- i) _ (n -- 1) (/) 
= (i + 1) a (i + 1) ~ '  (2.5) 
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On peut trouver dans [10] que 
(n - -1 ) f j tk ( l _ t ) ,  l - k (  - ln  t)a- I  
rC,.k = k (d - 1)! 
Ainsi, en posant  u,(z) ,-1 = ~k=O ~Z,,k zk, on obtient 
dr. 
f i ( - - ln t )d - l " - l (n - -1 )  
7~,(z) = (d -  1)! 7o\  k (tz)k(1 -- t)'-I kdt 
f 1 
= (1 - t + tz)'-1 ( - In  t) d- 1 
o (d - 1)! 
dt. 
On en d~duit (2.5) en observant que 
I~(i) = diu'(Z)dz" z=l = (n - 1) (i) f j t  i (-ln(d- t)d-'l)! dt - - -  
(n - 1) (i) 
(i + 1) a 
En util isant (1.1), la formule classique aux diff&ences finies de Newton  et (2.5), on 
a successivement 
n 1 
en ---- Pn + 2d ~,a Ir'n'kek 
k=O 
= p, + 2 d '~  re., k k ~ 
k=0 ~--~0 ~--'~ 
n-1  n -1  
Neo =P"+2d~ 2 gn'kk(i) i' 
i=0 k=O 
n-1  
= P" + 2d 2 (n -- 1)")Aieo 
• 
En prenant les diff6rences, on obtient 
off 
On  a 
A"eo=A"po+.  S,,i ~-~ eo 
! 
k=i+l i 1).--i I si i < n. 
A'eo = A'po + 2 (__|)n-l-i Aieo 
i=0 
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et en utilisant (2.1) et en multipl iant par ( -1)" ,  on a 
* e* e, = p* - 2 
i=0  
et, par soustraction, on obtient la formule (2.3). L'6quation diff~rentielle (2.4) d6coule 
de (2.1) fi (2.3) par simples manipulat ions alg~briques. []  
Outre son inthr6t purement thhorique, la r6currence (2.3) permet de calculer 
numhriquement de faqon efficace les esp6rances e,, la complexit6 calculatoire 
n 'augmentant pas avec la dimension. Voici l 'algorithme permettant ce calcul. 
Algorithme 2.2 
Entr6e: p = (P,)n >/o, 
1. Calculer * dep, 
2. Calculer 
Sortie: e = (e,), ~0. 
e~'=p*=po,  e*=p*-p*_ ,  + 1 -  * en-~,  n >>. 1. 
3. Obtenir  e en calculant * de e*. 
Remarquons que l'6quation diff6rentielle (2.4) est 6quivalente fi l '6quation diff6renti- 
elle classique ([6] pour d = 2 et 1-4] pour d quelconque), reliant e(z) fi p(z): 
(z(1 - z)D)dw(z)  -- 2azw(z )  = 2dzp(z),  W(Z) = e(z) - -p (z ) .  (2.6) 
3. D~finition et application des constantes universeiles 
Pour une dimension d fixee, les constantes universelles ont obtenues en appl iquant 
formellement l 'algorithme pr6c6dent dans le cas particulier off p(z) = z" (i.e. p, = 6~). 
Plus pr6cis6ment, on pose la d6finition suivante: 
Di~finition 3.1. Les constantes universelles pour les arborescences hyperquaternaires 
de dimension d sont les nombres 2v, d, v = 1, 2 ... .  , d6finis par 
2v.d lim (~)" = e,, d/n (3.1) 
n~5 
_(v) 
(~) correspondent (via (I. i)) aux P,,d donn6es par off les e,.d 
Iv) v P.,d = 6, (delta de Kronecker), n = 0, 1 .... (3.2) 
Theor6me 3.2. 
est donnbe explicitement par 
v ;~0 
oh les 2~.a sont des constantes universelles dbfinies par (3.1) et (3.2). 
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La fraction limite 2(P) = l im,~ ~ e,/n des noeuds ayant la propribtb P, 
(3.3) 
Ces constantes universelles ont connues explicitement pour les dimensions d ~< 2 
[6, 9]. Nous avons 
(v + 1)(v + 2)' 
2v, 2 = 3 - 18v + v(3v + 1)0z 2 - 6H~. 2)) (3.4) 
1 1 
H 2)=1 ... +7  
4. Formes int6grales pour les constantes universelles et ies fractins ~(P) 
En dimension d quelconque, la r~currence (2.3) montre que pour tout k ~> 0: 
= = . (4.1) e*(z) z k ~ p*(z) zk + k -~ 1 - -z  
Par lin6arit6, on obtient plus g6n6ralement, pour toute famille de constantes ~k, 
e* (z )= ~ ~kZ k =~ p*(z )= ~ ~k zk+ (4.2) 
k~>0 k~>0 
I1 s'agit d'exprimer e* en fonction de p*. Posons, ~t cet effet, pour k >~ 1, p* (z) = z k. 
Alors en rhsolvant (4.2) pour les (dnconnues)~ : k on trouve aprhs calculs 
p*(z )=z  a ~ e*(Z)=Ck, aZk +Ck, k+1zk+I + ." +Ck.k+izk+i + ".-, (4.3) 
Off 
Ca, k = l ,  
(4.4) 
\K+I /  \ \K+z} } \ \ t ;+ l /  / 
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En dhcomposant (4.4) en fractions partielles elon la variable k, on obtient 
ai l l  al 12 fails aild 
Ck 'k+i  = kl+-~ + (k 1 "~+ ~ + "" + (k 1 "~+ j ÷ "" q (k 1) d + 
ai21 a i22  a i2s  ai2d 
+ ~ + (k + 2) 2 + "'" q (k + 2) * + ' "  4 (k + 2) d 
+ ... 
alrl a i r2  a i r s  aira 
+ ~ + (k + r) 2 + "'" + (k + r) ~ + "'" + (k + r) a 
+ ... 
aii 1 ai.____~2 aiis aiid (4.5) 
+ k-~ ÷ (k ÷ i)2 + "'" ÷ (k ÷ i) ~ + "'" + (k + i) d' 
off les constantes airs sont ind6pendantes de k. Chacun des termes de (4.5) peut &re 
r66crit sous une forme int6grale en utilisant l'expression bien connue suivante 
1 _ 1 ~luk+r  
l ( - lnu)S - l  du. 
(k + r) ~ r (s)  Jo 
(4.6) 
En substituant dans (4.3) et en effectuant la combinaison lin6aire Yk  >1 0 Pk*Zk on 
obtient: 
Th6or6me 4.1. II existe des sbries ent i&es qo(z, u), qa (z, u), . . . ,  qa-1( z, U) et un noyau 
Ha (z, u) tels que 
oh 
¢1 
e*(z) = p*(z) + Jo  Ha(z, u )p* (uz )du ,  (4.7) 
Ha (z, u) = qo (z, u) + q 1 (z, u) ( - In u) + ... + qd- 1 (z, u) ( -  In u) a- 1. (4.8) 
Corollaire 4.2. II existe des s&ies enti&es Wo(Z, t), wl (z, t) . . . . .  wd-1(z,  t) et un noyau 
Ka(z , t) tels que 
e(z) = p (z) + (~ Kd(z, t )p ( tz )d t ,  (4.9) 
oh 
( -z t(1-z) 
1 1 - - -  1 - t z  / (4 .10)  Kd(Z, t) -- 1 -~z Hd  z ' 
= Wo(Z, t) + wl (z, t) (--ln t) + ... + wa- l(Z, t) (-- ln t) a- 1 (4.11) 
D6monstration. Appliquons l 'op6rateur* ~l'~quation (4.7). On trouve 
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Mais 
P ~ - 1 - (1  -u )z  p ,1 - ( i - -u )z  ' 
d'ofl l'on tire 
; i ( z ) ,  (uz) 
e(z )=p(z )+ Ha ~_z ,U  l _ ( l _u )z  p 1- (1 -u )z  du. 
En effectuant le changement de variable 
t(1 - z) (1 - z)dt 
u - , du = 
1 - t z  (1 - -  tz) 2 
on obtient finalement 
f ]  ( - z  t([---_z)'] p(tz) dr. 
e(z) = p(z) + He l ~-z '  1 -  tz J l - tz 
Ce qui &ablit (4.9) et (4.10). L'6galite (4.11) d6coule de (4.8) et du fait que 
(t(1 - z )~ = 
- lnufu:=m-z)/ l l - rz} = - In  1 - tz J - ln t  - ln(1  - z) + ln(l - tz) 
= - In  t + s~rie enti&e en t et z, [] 
Exemple 4.3. En dimension d = 1, les formules (4.7) et (4.9) deviennent respectivement 
f~ p*(uz) 
e*(z) = p*(z) - 2z(1 - z) (1 - uz) 2 du, (4.12) 
e(z) = p(z) + ~ (1 - tz) p(tz)dt.  (4.13) (1 
En analysant (4.13) autour de la singularit~ z = 1, on trouve que 
2(P) = 2 foX (1 - t)p(O dt. (4.14) 
Le cas particulier p(t) = t ~ donne les expressions int~grales uivantes pour les con- 
stantes universelles 
2,. 1 = 2 f~ (1 - t)t~dt = 
(v + 1)(v + 2) '  
v = o, 1, 2 . . . .  (4.15) 
Exemple 4.4. Pour la dimension d = 2, on obtient /t l'aide de Maple, pour les 
8quations (4.7)/t (4,9): 
e* (z) = p* (z) + f j  { qo (z, u) + ql (z, u) ( - In u) } p* (uz) du, (4.16) 
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off 
qo(z, u) = -2  (1 - u)z2(14 - 15z - 15uz + 18uz 2) 
1 -z  
(,z) 
+ 4z(1 - 3z)(1 - uz)(1 - 3uz) ln ~ , 
ql(z, u) = -4z (1  - 3z)(1 - uz)(1 - 3uz), 
e (z) = p (z) + ~(1  
--z(1 --t)(14 +(t  + 1)z + 2tz z) + 2(1 + 2z)(1 + 2tz ) ( - - ln t ) )  
× (1 - -  t z )  3 
(4.17) 
× p(tz)dt.  (4.18) 
En analysant (4.18) autour  de la singularit~ z = 1, on trouve cette fois que 
2(n) = 6 (1 - t) ~ + ~ - - - t~ ( - ln t )  p(t)dt.  (4.19) 
Le cas particulier p(t) = t v donne les expressions int6grales suivantes pour  les con- 
stantes universelles 
2~,z = 6 (1 _ t )~  -~ ( - ln  t) t~dt 
= 3 - 18v + v(3v + 1) (rr= - 6H~2)). (4.20) 
La Table 1, calcul~e par Maple, donne les valeurs de l'int~grale 2(P) pour  des suites 
particuli~res (P,)n/> ~. On  d6duit de cette table, par lin~arit~, les valeurs de la fraction 
limite 2(P) pour  les propr i&& P suivantes: 
(a) P: propri~tb que le noeud soit un noeud, p, = 1, n >~ 1, 
2(P) = 1. 
(b) P: propriktk que le noeud soit une feuille, p, = 6J, n >>. O, 
2(P) = 4~ z - 39 ~ 0.4784176043574344753379640. 
(c) P: propriktk que le noeud ait un enfant, p. = 4/n 2, n >>. 2, 
2(P) = 243(3) - 26~ 2 + 228 ~ 0.2396512475069387598969499. 
(d) P: propribtib que le noeud ait deux enfants, 
4 12 2~ -,1 1 
Pn - -  n rl 2 + - ~ 2i(n - i)' n ~ 3, 
?l i=0  
2(P) = -132~(3)  + 24~ 2 ln(2) + 67 ~2 _ 336 0.1463593519978651345295109. 
Z 
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Table 1 
p. 2(P} 
1 
l/n 
l/n 2 
6~ 
H./n 
!2 , ,  1 
n i=o 2 i (n_  i) 
1 
21 m__ ~2 
2 
6~(3)--~g 2+ 18 
4n 2 -- 39 
14n 2 -  138 
30x 2 -- 296 
52~2 _ 3~79 
3/4 
36- -~2 __ 30((3} + 12n21n (2) 
(e) P: propri~tb que le noeud ait trois enfants, 
8 12 4 " - I  1 
Po = 4 H" - -  + n n i~o -- i )' n >~ 4, 
2(P) = 192((3) - 48~ 2 ln(2) - 5~ 2 + 147 ~ 0.0746571360537155498982726. 
(f) P: propribtk que le noeud ait quatre enfants, 
4 ~4 2"~ 1 4H. ,  n>~5. 1 p,= 
+- -n  "+-  2 i (n - i )  n n h i= 0 
13 
2(P) = 1 - 84~(3) + 247t 2 ln(2) - -~- it 2 ~ 0.0609146600840460803373026. 
(g) P: propribtb que le noeud soit le minimum de sa sous-arborescence aprbs une 
renumbrotation albatoire de tousles sommets, p. = l/n, n >~ 1, 
21 
2(P) =~- -  ~2 ~ 0.6303955989106413811655090. 
2 
(h) P: propribtb que le noeud air k descendants ~(nord-est,, 
p, = (H, - Hk)/n, n > k >~ O, 
3 1 
,~(P) =-~ - - ;t,,,2 = ~ &,2 .  
v= 1 1; 
Les formules explicites pour les p. dans les exemples (c)-(f) et (h) ont 6t6 tir6es de 
[9, 10]. 
Exemp|e 4.5. Une analyse semblable laisse entrevoir qu'en dimension d quelconque, 
on a des expressions int~grales pour la fraction 2(P) et les constantes universelles 
2,,d de la forme 
off 
6.00 
2(P)- - f~Ad(t)p(t)dt ,  2~,,a =f~Ad(t ) t~dt ,v=O, l ,2  . . . . .  
Aa(t) = COo(t) + oJ1 (t) ( - In  t) + ... + coa- 1 (t) ( - In  t) a- x 
(4.2l) 
(4.22) 
pour des fonctions o~(t) bien choisies, analytiques ur l'intervalle (0, 1). La Fig. 1 
montre le graphe des fonctions A l(t) et A 2 (t) pour t variant de 0 fi 1. On trouvera 
dans [5] une btude des liens entre les constantes universelles et les fonctions hyper- 
g6om6triques. 
La Table 2 contient les valeurs numbriques des constantes universelles 2~.d pour 
0 ~< v ~< 50 et 1 ~< d ~< 7. Cette table peut 6tre obtenue de deux faqons: soit en utilisant 
l'algorithme 2.2 (programmation courte, comportement um6rique plut6t instable), 
soit en utilisant le sch6ma r6cursif explicite suivant (programmation longue, compor- 
tement num6rique plut6t stable) bas6 sur l'6quation diff6rentielle (2.6) et valable pour 
toute dimension d. 
Theoreme 4.6. Posons w,  = e, - p,,  n >>, O. Alors la rbcurrence fondamentale (1.1) est 
kquivalente h la rbcurrence d'ordre d 
w, = P , -1  + ai,d(n)w,- i ,  
i=1  
n ~> 1, (4.23) 
4.00' 
2.00. 2.00 
o.so 1.bo 
i 
6.00 i 
I 
4.001 
o.'5o 1.oo 
208 G. Labelle, L. Laforest / Discrete Mathematics 153 (1996) 199-211 
Fig. 1. 
Al(t) A2(t) 
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Table 2 
v )~,..1 )°,.2 2,..3 ).,.4 ";-,.. 5 2,.~, E,..7 
0 1 3 7 15 31 63 127 
1 0.33333 0.47842 0.56851 0.63168 0.67906 0.71616 0.74609 
2 0.16667 0.17446 0.16480 0.15205 0.13945 0.12783 0.11737 
3 0.10000 0.08813 0.07500 0.06438 0.05597 0.04926 0.04381 
4 0.06667 0.05276 0.04239 0,03509 0.02978 0.02576 0.02263 
5 0.04762 0.03502 0.02714 0~02199 0.01841 0.01578 0.01378 
6 0.03571 0.02490 0.01883 0.01505 0.01249 0.01065 0.00926 
7 0.02778 0.01860 0.01382 0.01094 0.00902 0.00766 0.00665 
8 0.02222 0.01442 0.01057 0.00831 0.00682 0.00578 0.00501 
9 0.01818 0.01150 0.00834 0.00652 0.00534 0.00451 0.00390 
10 0.01515 0.00938 0.00675 0.00525 0.00429 0.00362 0.00313 
11 0.01282 0.00780 0.00557 0.00432 0.00352 0.00297 0.00256 
12 0.01099 0.00659 0.00468 0.00362 0.00295 0.00248 0.00214 
13 0.00952 0.00564 0.00399 0.00307 0.00250 0.00210 0.00181 
14 0.00833 0.00488 0.00343 0.00264 0.00215 0.00180 0.00155 
15 0.00735 0.00426 0.00299 0.00230 0.00186 0.00156 0.00135 
16 0.00654 0.00376 0.00263 0.00202 0.00163 0.00137 0.00118 
17 0.00585 0.00334 0.00233 0.00178 0.00144 0.00121 0.00104 
18 0.00526 0.00298 0.00207 0.00159 0.00128 0.00108 0.00093 
19 0.00476 0.00268 0.00186 0.00142 0.00115 0.00096 0.00083 
20 0.00433 0.00242 0.00168 0.00128 0.00104 0.00087 0.00075 
21 0.00395 0.00220 0.00152 0.00116 0.00094 0.00079 0.00068 
22 0.00362 0.00201 0.00139 0.00106 0.00085 0.00071 0.00061 
23 0.00333 0.00184 0.00127 0.00097 0.00078 0.00065 0.00056 
24 0.00308 0.00169 0.00116 0.00089 0.00072 0.00060 0.00051 
25 0.00285 0.00156 0.00107 0.00082 0.00066 0.00055 0.00047 
26 0.00265 0.00144 0.00099 0.00075 0 .00061 0.00051 0,00044 
27 0.00246 0.00134 0.00092 0.00070 0.00056 0.00047 0.00040 
28 0.00230 0.00125 0.00085 0.00065 0.00052 0.00044 0.00038 
29 0.00215 0.00116 0.00080 0.00060 0.00049 0.00041 0.00035 
30 0.00202 0.00109 0.00074 0.00056 0.00045 0.00038 0.00033 
31 0.00189 0.00102 0.00070 0.00053 0.00043 0.00036 0.0~)31 
32 0.00178 0.00096 0.00065 0.00050 0.00040 0.00033 0.00029 
33 0.00168 0.00090 0.00061 0.00047 0.00038 0.00031 0.00027 
34 0.00159 0.00085 0.00058 0.00044 0.00035 0.00030 0.00025 
35 0.00150 0.00080 0.00055 0.00041 0,00033 0.00028 0.00024 
36 0.00142 0.00076 0.00052 0.00039 0 ,00031 0.00026 0.00023 
37 0.00135 0.00072 0.00049 0.00037 0.00030 0.00025 0.00021 
38 0.00128 0.00068 0.00046 0.00035 0.00028 0.00024 0.00020 
39 0.00122 0.00065 0.00044 0.00033 0.00027 0.00022 0.00019 
40 0.00116 0.00062 0.00042 0.00032 0.00025 0.00021 0.00018 
41 0 .00111 0.00059 0.00040 0.00030 0.00024 0.00020 0.00017 
42 0.00106 0.00056 0.00038 0.00029 0.00023 0.00019 0.00017 
43 0 .00101 0.00053 0.00036 0.00027 0.00022 0.00018 0.00016 
44 0.00097 0.00051 0.00035 0.00026 0.00021 0.00018 0.00015 
45 0.00093 0.00049 0.00033 0.00025 0.00019 0.00017 0.00014 
46 0.00089 0.00047 0.00032 0.00024 0.00020 0.00016 0.00014 
47 0.00085 0.00045 0.00030 0.00023 0.00019 0.00015 0.00013 
48 0.00082 0,00043 0.00029 0.00022 0.00018 0.00015 0.00013 
49 0.00078 0,00041 0.00028 0.00021 0.00017 0.00014 0.00012 
50 0.00075 0,00040 0.00027 0.00020 0.00016 0.00014 0.00012 
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avec la condition initiale Wo = O, dans laquelle les coefficients ai, d(n) sont des fonct ions 
rationnelles en n donnbes expl ic i tement par 
(n - 1)Vn d + 2 d 
aLd(n) = nd , (4.24) 
ai, d(n) = ( - -1 )  i -1 (n -- 1)(n - 2).. .  (n - i )V in  d 
i !n  d , 2 <~ i <~ d, (4.25) 
od Vf(n) =f (n )  - f (n  - 1). 
D6monstration. Posons w(z) = y~n~=o w,z  ~. On v&ifie par induction sur k, que 
(z(1 - z)O) k w(z) = ~ (Pk, o(n)w~ + Pk, x (n)w~- i + "" + Pk, k(n)W.-k } Z n (4.26) 
n=O 
pour certains polyn6mes Pk, i(n) de degr6 ken  n. Ces polyn6mes ont caract&isbs par 
les conditions 
Pk.o(n) = n k, Pk,k = (-- 1)k(n -- 1) (n -- 2) ... (n -- k), (4.27) 
Pk.i(n) = nPk- l , i (n )  -- (n -- 1 )Pk_ l , i _ l (n  -- 1), 0 < i < k, (4.28) 
Les conditions (4.27) et (4.28) sont satisfaites par les polyn6mes 
. V in  k 
Pk, i(n) ---- (-- 1)~(n -- 1)(n -- 2). . .  (n -- 0 - -~- . ,  0 ~ i ~ k. (4.29) 
Le r~sultat s'ensuit en substituant (4.26) dans l'6quation diff&entielle (2.6) avec 
k=d.  [] 
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